












Abstract  –  An  investigation  into  the  kinematic  and  kinetic  predictions  of  two  “inverted 
pendulum”  (IP) models of gait was undertaken. The  first model  consisted of a  single  leg, 
with anthropometrically correct mass and moment of  inertia, and a point mass at  the hip 
representing the rest of the body. A second model incorporating the physiological extension 
of  a  head‐arms‐trunk  (HAT)  segment,  held  upright  by  an  actuated  hip  moment,  was 
developed  for  comparison.  Simulations  were  performed,  using  both  models,  and 
quantitatively compared with empirical gait data. There was  little difference between  the 
two models’ predictions of kinematics and ground reaction force (GRF). The models agreed 
well with empirical data  through mid‐stance  (20‐40% of  the gait  cycle)  suggesting  that  IP 
models adequately  simulate  this phase  (mean error  less  than one  standard deviation).  IP 
models are not cyclic, however, and cannot adequately simulate double support and step‐
to‐step  transition. This  is because  the  forces under both  legs augment each other during 
double support to increase the vertical GRF. The incorporation of an actuated hip joint was 
the most novel change and added a new dimension to the classic IP model. The hip moment 
curve  produced  was  similar  to  those  measured  during  experimental  walking  trials.  As  a 







As  far as  the authors have been able  to ascertain  the  first mention of  the  term “inverted 
pendulum” (IP) as a model of the stance phase of walking was by Cavagna et al. [1] although 
similar concepts can be traced much earlier [2‐4]. More recently the IP has formed the basis 
of  a  growing  body  of work  associated with  the Dynamic Walking movement  [5] which  is 
based on principles first elucidated by Mochon and McMahon  [6] and subsequently by Tad 
McGeer [7, 8]. Recent work of this group has tended to focus on the transitions from one step 




movement are more  relevant  to most  clinical biomechanists  and  is  less well understood. 
The mechanics of the  IP mechanism  itself  (as opposed  to  the  transitions), were presented 
briefly  by  Anderson  and  Pandy  [appendix  of  17],  and  gave  a  brief  description  of  the  ground 
reaction  force  (GRF)  under  an  IP.  A  more  comprehensive  comparison  with  gait  data  by 
Buczek  et  al.  [18]  concluded  that  the  IP  predicts  the  anterior  velocity  of  the whole  body 
centre‐of‐mass  (CM)  and  anterior  component  of  the  GRF  reasonably  well  but  not  the 
vertical components.  
The aim of this paper is thus to build on the work of Buczek et al [18] in extending the ideas 






angular  velocity  and  calculating  the  moment  so  that  there  is  zero  angular  acceleration. 
Doing  this  throughout  the  simulation will  ensure  there  is no  angular motion of  the HAT. 
Whilst this is unlikely to affect the overall dynamics of the system (it is still a one degree‐of‐
freedom system)  it will allow an  investigation of the effects of the hip flexor and extensor 
muscles.  There  is  considerable  current  interest  in  the  decomposition  of  the  GRF  to 










The mass  at  the hip has no moment of  inertia which  is equivalent  to assuming  that  it  is 
concentrated at a  single point as assumed  in other  simple  IP models  [18,  21]. The anterior‐
posterior direction is defined as the x axis and the vertical direction is defined as the y axis. 






and vertical components of  the GRF  (see Appendix).  In order  for  this  to be done,  the  two 
masses were equated  to a single mass  (݉) with a given moment of  inertia  (ܫ), acting at a 
given distance from the pivot (݀௧). 
Figure 1b shows the free body diagram for the HAT model which consists of two segments 
of  lengths  ݈ଵ  and  ݈ଶ.  The  inertial  properties  of  the  two  segments  are  specified  by  the 
respective masses (݉ଵ and ݉ଶ), which are located at defined distances from the distal ends 
of  the  segments  (݀ଵ  and ݀ଶ),  and moments  of  inertia  (ܫଵ  and  ܫଶ).  The  positions  of  each 
segment are specified by the angles that their  longitudinal axes make with the vertical (ߠଵ 
and ߠଶ). A hip moment, ܯ, is applied at the joint between the two segments. The equations 
of motion  for  the HAT model  can be derived, as  can  the  formulae  for  the horizontal and 
vertical components of the GRF (see Appendix). 
From the equations of motion, ܯ is calculated so as to enforce the constraint that the HAT 
segment’s  angular  acceleration  equals  zero. With  the  values  of ܯ  and ߠሷଶ,  the  system  is 
reduced to a single equation of motion that is used to calculate ߠሷଵ. 
The  lengths    ݈ଵ and ݈ଶ, the distribution of mass between ݉ଵ and ݉ଶ, the CM positions on 
their segments, ݀ଵ and ݀ଶ, and  the moments of  inertia, ܫଵ and ܫଶ, were all selected using 
Winter’s data [22, 23]. 
The  same  source was used  for gait data against which  the output of  the  simulations was 
judged. These cover a  range of walking  speeds and average  temporal  spatial parameters. 
The  simulations  represented  the  half‐gait  cycle  from  the  middle  of  one  double  support 




The  equations  of  motion  of  the  two  models  were  integrated  numerically  over  0.001s 
intervals, using a Taylor expansion method. The leg segment in both models was assumed to 
move  through an arc of 2ߠଵ೔೙೔೟೔ೌ೗symmetrical about  the vertical. This meant  that  the  final 
angle of ߠଵwas equal and opposite to the  initial angle. This was set to ensure the required 





This  provided  validation  for  the  forward  dynamic  calculations,  as  well  as  allowing  a 
comparison of the moments acting about the ‘hip’ in each of the models. 
An examination of  the GRFs constituent parts was also undertaken. The  terms  in  the GRF 





the  IP  and  HAT  models.  Differences  between  the  models  are  almost  indiscernible 
graphically, particularly the vertical velocity curves, emphasising how close the results are to 




The way  the  horizontal  velocity  varied  across  the  gait  cycle  followed  the  same  patterns 
observed  in  the  experimental  data  (see  Table  1). During mid‐stance  (20‐40%  of  the  gait 




cycle  which  is  inconsistent  with  a  cyclic  walking  pattern  and  would  require  an  infinite 
instantaneous acceleration  in  the vertical direction at  the  transition  from one  step  to  the 
next. The predicted data differ from the experimental values over the first and last quarters 
of the step (half gait cycle). This shows that the models do not account for the mechanisms 













Figure 3 presents  the GRFs at different walking  speeds  for  the  IP and HAT models,  in  the 
horizontal  and  vertical  directions.  All  plots  include  the  decomposition  into  gravity  and 
centripetal  components  for  the  IP  model,  and  gravity,  centripetal  and  muscle  moment 
components for the HAT model (see Appendix for definitions). 
The total GRF components for the IP and HAT models appear similar and this is confirmed by 
the  RMS  values  in  Table  1  (column  a).  A  difference  between  the  two  models  can  be 
observed once  the  individual GRF components are evaluated. As expected  the centripetal 








evidence  that  the  IP model  is  a weak  simulation  of double  support  and  the  step‐to‐step 
transition. One  final observation  is  that over  the  first and  fourth quarters of  the  step, as 
walking speed increased, the correlation with experimental data became weaker. 
Hip  joint moment graphs can be produced  for both models by applying  inverse dynamics 

























in  practical  experiments  well  (within  1.34  standard  deviations),  particularly  at  natural 
walking speed. From these results it could be hypothesised that the primary purpose of the 




mechanics.  The  predicted  contribution  of  hip musculature  to  the GRF  is  different  to  the 
findings of Anderson and Pandy  [17]. They stated that hip extensors contributed up to 40% 
BW  in  early  single  support. On  the  other  hand  they  found  that  the  hip  flexors  provided 
minimal  contribution,  anywhere  throughout  single  stance.  The  differences  may  be 
attributed to the model dependency of  ‘induced accelerations’ (IA) as highlighted by Chen 





it  leads to a collision during which energy  is  lost. The empirical data, however, particularly 
for  the vertical component of  the CM velocity, show considerable departures  from model 
predictions over the first and  last quarters of the step resulting in minimal vertical velocity 
at the start and end of the step. The  implication here  is that the IP  is not a good model of 
how  the  body moves  at  the  beginning  and  end  of  the  step  rather  than  that  there  is  an 
inevitable collision as a consequence of IP like movement. 
Another  limitation  of  these  models  becomes  apparent  upon  observing  the  vertical 
component curves of the GRF which are always below bodyweight. The  IP models thus do 
not  satisfy  the  first pre‐requisite of normal walking – adequately  supporting bodyweight. 
The average vertical  force under either  foot  is about 10%  less  than bodyweight. Empirical 




the  forces under both  limbs add to give the highest overall  force on the body at any time 






models  [15,  30].  Secondly,  the  lack of  an  ankle  joint nullifies  the push  and pull  control  the 
ankle muscles are able  to produce  in order  to  stabilise  the motion of  the  leg. Finally,  the 
interaction with the ground  is assumed to be a workless constraint, at a single point. This 
assumption ignores the motion of the centre of pressure (COP) underneath the foot. 





are very nearly  identical). Considering the  free body diagram and the similarity  in the way 
the  two models move, gravity would appear  to have an extremely  similar effect on both 
models  and  it  may  be  that  labelling  this  as  the  “gravity”  component  is  misleading.  The 
difference is attributable to the different structures of the models (one has a hip joint, the 
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In  order  to  predict  how  the  two  models  will  move,  their  equations  of  motion  must  be 
derived.  For  known  values  of  initial  segment  angle  and  initial  angular  velocity,  these 
equations calculate the angular acceleration of the segment at that particular time instant. 




























for  both  are  equated  to  a  single mass  (݉)  and moment  of  inertia  (ܫ),  acting  at  a  given 
distance (݀௧) from the pivot. 
݉ ൌ ݉ଵ ൅݉ଶ 
Equation 1 
݀௧ ൌ ሺ݉ଵ݀ଵ ൅ ݉ଶ݈ଵሻሺ݉ଵ ൅݉ଶሻ  
Equation 2 
ܫ ൌ ሺܫଵ ൅ ݉ଵሺ݀௧ െ ݀ଵሻଶሻ ൅ ሺܫଶ ൅ ݉ଶሺ݈ଵ െ ݀௧ሻଶሻ 
Equation 3 
The Lagrangian is given by the potential and kinetic (both linear and rotational) energy: 
ܮ ൌ ܶ െ ܸ ൌ 12݉݀௧
















ߠሷଵ ൌ ݉݃݀௧ሺ݉݀௧ଶ ൅ Iሻ sin ߠଵ 
Equation 7 
This  is decomposed  into  two  terms. These are  the acceleration due  to gravity, which  is a 
function  of  angular  position,  and  the  acceleration  due  to  centripetal  effects,  which  is  a 
function of angular position and velocity. 






reaction  in  the  vertical  direction  and  this  approach  can  be  extended  to  determine  the 
horizontal component as well:  
ܨ௫ ൌ ݉ݔሷ  
Equations 10 






ݔሷ ൌ െߠሷଵ݀௧cosߠ ൅ ߠሶଵଶ݀௧sinߠଵ 
Equations 12 
ݕሷ ൌ െߠሷଵ݀௧sinߠ െ ߠሶଵଶ݀௧cosߠଵ 
Equation 13 
Substituting for ݔሷ , ݕሷ  and ߠሷଵ  gives: 
ܨ௫ ൌ െ݃ ݉
ଶ݀௧ଶ
ሺ݉݀௧ଶ ൅ ܫሻ cosߠଵsinߠଵ ൅ ݉ߠ
ሶଵଶ݀௧sinߠଵ 
Equation 14 
ܨ௬ ൌ ݉݃ െ ݃ ݉
ଶ݀௧ଶ
ሺ݉݀௧ଶ ൅ ܫሻ sin
ଶ ߠଵ െ݉ߠሶଵଶ݀௧cosߠଵ 
Equation 15 
Terms  involving  ݃  represent  the  effect  of  gravity  at  any  particular  instant  and  terms 
involving velocity represent centripetal forces[18].  
ீܨ ௫ ൌ െ݃ ݉
ଶ݀௧ଶ
ሺ݉݀௧ଶ ൅ ܫሻ cosߠଵsinߠଵ 
Equation 16 
ீܨ ௬ ൌ ݉݃ െ ݃ ݉
ଶ݀௧ଶ























ܮ ൌ 12 ሺ݉ଵ݀ଵ
ଶ ൅ ݉ଶ݈ଵଶ ൅ ܫଵሻߠሶଵଶ ൅ 12 ሺ݉ଶ݀ଶ
ଶ ൅ ܫଶሻߠሶଶଶ ൅ ݉ଶ݈ଵ݀ଶcosሺߠଵ െ ߠଶሻߠሶଵߠሶଶ










































ܣଵଵ ൌ ሺ݉ଵ݀ଵଶ ൅݉ଶ݈ଵଶ ൅ ܫଵሻ 
ܣଶଶ ൌ ሺ݉ଶ݀ଶଶ ൅ ܫଶሻ 
ܣଵଶ ൌ ܣଶଵ ൌ ݉ଶ݈ଵ݀ଶcosሺߠଵ െ ߠଶሻ 
ܤଵ ൌ െ݉ଶ݈ଵ݀ଶsinሺߠଵ െ ߠଶሻߠሶଶଶ ൅ ሺ݉ଵ݀ଵ ൅ ݉ଶ݈ଵሻ݃sinߠଵ ൅ ܯ 
ܤଶ ൌ ݉ଶ݈ଵ݀ଶsinሺߠଵ െ ߠଶሻߠሶଵଶ ൅ ݉ଶ݀ଶ݃sinߠଶ െ ܯ 
 






the  angular  acceleration  of  segment  1.  This  is  integrated  numerically.  Using  the  same 
7 
 
method  as  the  IP model,  this  acceleration  is  divided  into  gravity,  centripetal  and muscle 
terms. 
The vertical component of ܨ can be expressed in terms of linear vertical accelerations: 
ܨ௬ െ ݉݃ ൌ ݉ଵݕሷଵ ൅ ݉ଶݕሷଶ 
Equation 24 
ݕሷଵ ൌ ݀ଵ ቀെߠሷଵsinߠଵ െ ߠሶଵଶ cos ߠଵቁ 
Equation 25 
ݕሷଶ ൌ ݀ଶ ቀെߠሷଶsinߠଶ െ ߠሶଶଶ cos ߠଶቁ ൅ ݈ଵ ቀെߠሷଵsinߠଵ െ ߠሶଵଶ cos ߠଵቁ 
Equation 26 
The horizontal component of ܨ was calculated using the same method. 
ܨ௫ ൌ ݉ܽ ൌ ݉ଵݔሷଵ ൅ ݉ଶݔሷଶ 
Equation 27 
ݔሷଵ ൌ ݀ଵ ቀെߠሷଵcosߠଵ ൅ ߠሶଵଶ sin ߠଵቁ 
Equation 28 
ݔሷଶ ൌ ݀ଶ ቀെߠሷଶcosߠଶ ൅ ߠሶଶଶ sin ߠଶቁ ൅ ݈ଵ ቀെߠሷଵcosߠଵ ൅ ߠሶଵଶ sin ߠଵቁ 
Equations 29 












ܤଵீ ൌ ሺ݉ଵ݀ଵ ൅ ݉ଶ݈ଵሻ݃sinߠଵ,  	ܤଶீ ൌ െ݉ଶ݀ଶ݃sinߠଶ 
ܤଵ஼ ൌ െ݉ଶ݈ଵ݀ଶsinሺߠଵ െ ߠଶሻߠሶଶଶ,  	ܤଶ஼ ൌ ݉ଶ݈ଵ݀ଶsinሺߠଵ െ ߠଶሻߠሶଵଶ 




ݕሷଵ ൌ ݀ଵ ቀെߠሷଵsinߠଵ െ ߠሶଵଶ cos ߠଵቁ 
Equation 25 
ݕሷଶ ൌ ݀ଶ ቀെߠሷଶsinߠଶ െ ߠሶଶଶ cos ߠଶቁ ൅ ݈ଵ ቀെߠሷଵsinߠଵ െ ߠሶଵଶ cos ߠଵቁ 
‐29 will give the GRF due to these accelerations. 
